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1 Rozktad jazdy

I dzien (sroda)

10:45-13:30 @ pierwszy konkurs indywidualny

13:30 Y4 obiad

15:30-17:00 miodsi & wyktad: armia Conwaya
starsi &a) omoéwienie konkursu

17:30-19:00 miodsi &) oméwienie konkursu
starsi 8 wyklad: Humpty-Dumpty

19:00 ¥4 kolacja

20:00 P¥. zadania wieczorne

Il dzien (czwartek)

8:30 WP $niadanie
9:30-12:15 @ drugi konkurs indywidualny
12:30-13:30 miodsi 84 oméwienie zadan wieczornych
starsi &al oméwienie zadan wieczornych
13:30 Y{obiad
15:30-17:00 miodsi 8 wyktad: srodki mas
starsi 8 wyklad: funkcje tworzqce
17:30-19:00 miodsi &) oméwienie konkursu
starsi 8= oméwienie konkursu
19:00 Y4 kolacja
20:00 € poczatek meczu



1 Rozktad jazdy

Il dzien (piatek)

8:30 W $niadanie
9:30 ‘@ rozgrywka meczowa

11:45 @ wyjscie na pociag



2 Konkursy i mecze — tresci

2.1 Grupa miodsza

Konkurs indywidualny 1

1. Niech n bedzie liczba catkowitg najblizszg liczbie

Oblicz /9 + 4/n.
2. W trapezie ABC'D katy przy wierzchotkach A i D sg proste. Ponadto wiadomo, ze

JABD = 4CBD = 15° oraz BC =2.

Oblicz pole trapezu ABCD.

3. Dane s3 dodatnie liczby x, 3. Wykaz, ze jesli liczby x1? oraz 23y sg catkowite, to liczby z, y
S3 wymierne.

4. Dane sa dwa przystajace trojkaty rownoboczne ABC oraz DEF polozone tak, ze bok DE
trojkata DEF przecina boki AB i BC trojkata ABC' odpowiednio w punktach L i M, bok
EF przecina boki BC'i AC' odpowiednio w punktach /N i P oraz bok DF przecina boki AC
i AB odpowiednio w punktach () i K. Udowodnij, ze

KL*+ MN? + PQ? = QK? + LM? + NP2
5. Na stole znajduje si¢ 2026 ciasteczek. W pojedynczym ruchu gracz moze zjes¢ od 1 do 4 cia-
steczek. Wygrywa gracz, ktory zje ostatnie ciasteczko. Ktory z dwoch graczy ma strategie
wygrywajaca?
Konkurs indywidualny 2
6. Liczby x i y spetniajg uktad rownan:
rt+y=a
?+y?=5b
gdzie a i b s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Wyznacz wzér na z° + y° w zaleznoéci od a

ib.



2 Konkursy i mecze — tresci

10.

. Punkty A, B i C'lezg, w tej kolejnosci, na linii prostej. Trojkaty ABD i BC'E sg rbwnoboczne

ileza po tej samej stronie prostej AC. Odcinki AE i BD przecinaja sie¢ w punkcie F', a odcinki
BE i C'D przecinajg sie w punkcie G. Udowodnij, ze F'G || AC.

. Oblicz reszte z dzielenia liczby 4T3 przez 11.

. Dwie prostopadte cieciwy AB i C'D okregu o promieniu 5 przecinaja si¢ w punkcie £. Roznica

dtugosci odcinkow AE i BE wynosi 2. Oblicz dlugosc cieciwy CD.
Dodatnie liczby catkowite a, b, c spelniaja warunek

Ta = 6b = be.

Wykaz, ze jesli liczba a + b + ¢ jest pierwsza, to kazda z liczb —a+b+¢, a—b+c oraz
a + b — c jest takze pierwsza.

Zadania wieczorne

11.

12.

13.

14.
15.

2 22
3’577
Oblicz (czyli przedstaw w najprostszej postaci za pomoca n):

Wyznacz pole trojkata o wysokosciach

1 2 3 2 1 1 2 n—1 n n-1 2 1
+—+ +"'+ﬁ+ﬁ'

Udowodnij, ze liczba o 1 wieksza od iloczynu czterech kolejnych liczb catkowitych jest kwa-
dratem liczby catkowite;.

Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 131! zapisanej w systemie tréjkowym.

Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek a, b, ¢ liczb naturalnych spetniajacych warunki:

l<a<b<ec oraz a+b+ecla®+b*+c

Mecz matematyczny

16.

17.

18.

19.

Dana jest liczba naturalna n o tej wlasnosci, ze liczby 2" oraz 5" zaczynaja si¢ ta sama cyfra
w zapisie dziesigtnym. Rozstrzygnij, jaka to cyfra.

Dany jest pieciokat wypukly ABC'DE. Niech K, L, M, N beda odpowiednio $rodkami od-
cinkow AB, CD, BC'i DE. Punkty P i () s3 odpowiednio $srodkami odcinkéw KL i M N.
Wykaz, ze PQ | AE 1 AE = 4PQ.

Dodatnie liczby wymierne a i b spetniajg rownosc:
a® + 4a*b = 4a® + b*.
Wykaz, ze \/a — 1 jest kwadratem liczby wymierne;.

Z klockow 2 x 1 zbudowano kwadrat o boku 6. Udowodnij, Ze istnieje prosta rownolegta do
jednego z bokow kwadratu, przecinajaca wnetrze kwadratu i nieprzecinajaca wnetrza zadnego
z klockow.



2 Konkursy i mecze — tresci

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

2.2

W trojkacie ABC' miary katow przy wierzchotkach A i B wynosza po 40°. Niech L bedzie
spodkiem dwusiecznej kata A na bok BC. Wykaz, ze AB = AL 4+ LC.

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwno$é¢ (a + ¢)(b + d) = ac + bd. Wyznacz
minimalng warto$¢ wyrazenia

Tramwaj mogacy pomiesci¢ maksymalnie 80 os6b wyruszyl pusty z zajezdni. Zatrzymywat
sie na 18 kolejnych przystankach Py, P, ..., Pig i pusty wrdcil do zajezdni. Udowodnij, ze
istnieja takie dwa przystanki P; oraz P;, gdzie 1 < ¢ < j < 18, Ze Zaden pasazer nie jechal
z przystanku P; do P;.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB = AC oraz <BAC = 80°. Punkt D lezy na boku BC
w ten sposob, aby <CAD = 30°. Punkt £ lezy na boku AC' w ten sposob, aby SABE = 30°.
Znalez¢ miare kata YBED.

Rozstrzygnij, czy szachownic¢ o wymiarach 2026 x 2026 mozna przykry¢ klockami, z ktérych
kazdy ma wymiary 5 x 5 lub 6 x 6. Zakladamy, ze klocki nie nachodza na siebie i nie wystaja
poza szachownice.

Wyznacz wszystkie trojki liczb rzeczywistych a, b, ¢ réznych od 0, dla ktérych zachodzi row-
nos¢

Niech d bedzie dowolng dodatnig liczbg catkowitg rozng od 2, 5 i 13. Wykaz, ze mozna wybraé
takie dwa elementy a, b nalezace do zbioru {2, 5,13, d}, ze ab — 1 nie jest kwadratem liczby
catkowite;.

Grupa starsza

Konkurs indywidualny 1

27.

28.

29.

30.

Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniajg warunek a 4+ b + ¢ = 1. Udowodnij, ze

1
2(a®> +b* +c*) > 9 + 15abc.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n o nastepujacej wlasnosci: ostatnia cyfra liczby n jest 6,
a po przeniesieniu tej cyfry 6 na poczatek otrzymamy liczbe 4n.

Cieciwa C'D okregu w przechodzi przez $rodek cieciwy AB okregu w. Styczne w punktach C
i D do okregu w przecinajg prosta AB w punktach X, Y odpowiednio. Wykaz, ze AX =Y B.

Wykaz, ze
cos 88° - cos (2 - 88°) - cos(2? - 88°) - ... - cos(2% - 88°) =

ﬁ.



2 Konkursy i mecze — tresci

31.

Rozstrzygnij, czy szachownice o wymiarach 4 X 17 mozna pokry¢ tetraminami przedstawio-
nymi na ponizszym rysunku (kostki mozna obracac).

[

Konkurs indywidualny 2

32.

33.

34.

35.

36.

Rozwiaz rownanie:
2026 2026
x + T == |_$J + —

lz]

Punkty D i F leza odpowiednio na bokach AB i AC' trojkata ABC. Udowodnij, ze jesli
[ADE] = [BCED], to
AD + AE < 1

DB+ BC+CE ~ 3

Niech n bedzie liczba catkowitg dodatnig. Liczby catkowite a, b, ¢, d sg takie, ze liczby a + b +
¢+ doraz a® + b* + ¢* + d? dzielg sie przez n. Udowodnij, ze liczba

a* + b+ + d* + dabed

jest podzielna przez n.

Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Polproste BS i C'S przecinajg okrag
opisany na trdojkacie ABC' odpowiednio w punktach L i N. Odcinek N L przecina prosta AB
w punkcie P oraz prosta AC' w punkcie (). Wykazac, ze czworokat APS() jest rombem.

Gra 2-osobowa polega na stawianiu pionkéw w wierzchotkach n-kata foremnego (zakladamy,
ze n > 3). Gracze wykonuja ruchy na przemian. Gracz stawia jeden ze swych, dotychczas
nieuzytych pionkéw na dowolnym niezajetym wierzchotku, ktory nie sasiaduje z wierzchot-
kiem zajetym przez pionek przeciwnika. Przegrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu.
Rozstrzygnij, w zaleznosci od n, czy strategie wygrywajacg ma gracz rozpoczynajacy gre, czy
jego przeciwnik.

Zadania wieczorne

37.

38.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym $ABC = 2- S BAC oraz SACB = 4-4<BAC. Udowodnij,

ze
1 1 1

AB T AC ~ BO

Okrag o jest czeScig wspodlng sfer s i s'. Trzy rozne punkty A, B i C' leza na okregu o. Punkt
P lezy na sferze s, na zewnatrz sfery s’. Prosta PA przecina sfere s w punkcie A" # A;
analogicznie okre$lamy punkty B’ i C". Wykaz, ze plaszczyzna 7, przechodzaca przez punkt
P i styczna do sfery s, jest rownolegla do ptaszczyzny A'B'C".



2 Konkursy i mecze — tresci

39.

40.

41.

Dziewieciocyfrows liczbe catkowitg dodatnig nazwiemy przyjemng, jesli zawiera w swoim za-
pisie dziesietnym kazda cyfre od 1 do 9. Liczbe nazwiemy cudowng, jesli jest przyjemna i dla
kazdego k = 1,...,9 jej k-ta cyfra jest rowna pozycji cyfry k w tej liczbie. Na przyklad liczba
847296315 jest cudowna:

« pierwsza jej cyfra to 8, co jest takze pozycja cyfry 1 w tej liczbie;
« druga jej cyfra to 4, co jest takze pozycja cyfry 2 w tej liczbie;
« trzecia jej cyfra to 7, co jest takze pozycja cyfry 3 w tej liczbie;
. itd.
Udowodnij, ze liczb cudownych jest parzyscie wiele.

Danych jest kilka dodatnich liczb: x,..., ,,. Suma iloczynéw z; - z; dla i < j wynosi 1.
Udowodnij, ze mozna wykresli¢ jedna liczbe tak, ze suma pozostatych liczb jest mniejsza niz

V2.

Wielomian P(z) = ag+ a1z + . .. + a,2" o wspolczynnikach rzeczywistych spelnia warunki
P(1) = 0 oraz P(x) > 0 dla kazdego = € R. Wykaz, ze

an + 20,1+ ... +na; + (n+ 1)ag = 0.

Mecz matematyczny

42.

43.

44.

45.

Znajdz najwiekszg liczbe rzeczywista £ o nastepujacej wiasnosci: dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych a, b, c takich, ze

a<b<eg, ab+bc+ca=0 oraz abc =1

ma miejsce nier0wnos¢
la+0b] =k -|c|.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n réwnanie:

1 1 1 1
— =t t—t—— =1
T ) Tn T1T2...Ty
ma przynajmniej jedno rozwiagzanie w liczbach naturalnych zq, xo, ..., z,.

Niech w bedzie wielomianem o wspoélczynnikach catkowitych, ze n | w(2") dla wszystkich
n = 1. Wykaz, ze w jest wielomianem zerowym.

Kazdy bok o$miokata foremnego jest pomalowany na niebiesko lub zo6tto. Okreslamy nowe
pokolorowanie w nastepujacy sposob: kazdy bok taki, ze oba sasiadujace z nim boki byly r6z-
nych koloréw, otrzymuje kolor niebieski; kazdy bok taki, ze oba sgsiadujace z nim boki byty
jednakowego koloru, otrzymuje kolor zotty (zmiana koloréw jest wykonywana jednoczesnie).
Wykaz, ze wychodzac z dowolnego pokolorowania dostaniemy w skonczonej liczbie krokéw
(tzn. opisanych wyzej zmian koloréw) osmiokat, ktorego wszystkie boki sa zolte. Jaka jest
maksymalna liczba krokow, ktéra moze by¢ do tego niezbedna?



2 Konkursy i mecze — tresci

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Wykaz, ze w czworokacie wypuktym o polu 1 suma dlugosci przekatnych i dlugosci bokow
jest wieksza lub réwna 4 + 2+/2.

Udowodnij, ze istnieje 100 kolejnych liczb naturalnych takich, ze kazda ma dzielnik pierwszy
mniejszy od 60.

Niech a, b, c,d > 0 spelniajg a + b + c + d = 1. Wykaz nier6wnos¢

a? b? c? d?

>
a+b+b+c+c+d+d+a/

N | —

Na bokach AB i AC trojkata ABC wybrano odpowiednio takie punkty P i @), ze BP =
C'Q. Odcinki BQ) i C'P przecinaja si¢ w punkcie X. Punkt Y jest symetryczny do punktu X
wzgledem $rodka boku BC'. Udowodnij, ze punkt Y lezy na dwusiecznej kata BAC'.

Na konferencj¢ matematyczna przyjechato 17 osob, przy czym kazda z oséb zna doktadnie
cztery inne osoby. Wykazac, ze istnieja dwie nieznajome sobie osoby, ktore nie maja wspolnego
znajomego.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym < BAC = 60°. Punkt 7" spelnia warunek
JATB = 4BTC = qATC.

Okrag opisany na trojkacie BC'T przecina proste AB i AC po razu drugi odpowiednio w punk-
tach K i L. Udowodnij, ze punkty K i L sg rownoodlegte od prostej AT

Dwie wiewiorki postanowily zbiera¢ orzechy na zime. W dniu rozpoczecia gromadzenia za-
pasow, ktore nazwaly zgodnie dniem zero, mialy zupelnie pustg spizarnie. Pierwszego dnia
udato im sie znalez¢ 2 orzechy. Od nastepnego dnia z zadziwiajaca regularnoscia codziennie
znajdowaly 2 razy tyle orzechow, ile mialy w swej spizarni dwa dni wczesniej. Ponadto kaz-
dego dnia (od drugiego) w cudowny sposéb pojawialy sie w spizarni dodatkowe 4 orzechy (od
drugiego)... Ut6z rownanie rekurencyjne opisujace liczbe orzechéw, ktore wiewiorki posiadaja
n-tego dnia oraz rozwiaz je dowolng metoda.

10



3 Wskazowki do zawodow

3.1

indywidualnych

Grupa mtodsza

Konkurs indywidualny 1

1.
2.

Wskazoéwka. Usun niewymierno$¢ z mianownika za pomocg wzoru skréconego mnozenia.
Wskazéwka. Zauwaz, ze BC = CD.
Wskazéwka. Skoro liczba zy? jest catkowita, to calkowita jest réwniez jej trzecia potega:
2\3 _ 3,6
(zy*)” = z7y".
Wskazowka. Znajdz na rysunku (bez dorysowywania niczego oprocz punktéw i odcinkéw wy-

stepujacych w tresci) wszystkie mozliwe pary trojkatoéw podobnych. Co wiemy o stosunku pol
trojkatow podobnych?

Wskazowka. Zacznij od konca. Sprawdz, ktore liczby ciasteczek daja pozycje wygrywajace.
Pomocna moze by¢ rozgrywka z majg liczba ciasteczek.

Konkurs indywidualny 2

6.

9.
10.

Wskazowka. Uzyj wzoru na 2" + y" dla nieparzystego n. Jesli go nie pamigtasz, sprobuj wy-
kombinowa¢ rozklad na czynniki 2° +4* = (z+y)-(...), a nastepnie analogicznie dla z° +°.

Wskazowka. Udowodnij przystawanie trojkatow BCG i BEF.

Wskazowka. Zacznij od zbadania reszty kolejnych poteg liczby 47 modulo 11. Zauwaz odpo-
wiednig regute i rozstrzygnij, jak sie w nig wpisuje wykltadnik 37%7.

Wskazowka. Sprobuj udowodnié, ze srodek danego okregu jest odlegly od cieciwy C'D o 1.
Wskazowka. Wykaz, ze a = 30A,0 = 35A, c = 42A.

11



3 Wskazowki do zawodow indywidualnych

3.2

Grupa starsza

Konkurs indywidualny 1

27.
28.

29.

30.
31.

Wskazowka. Zastosuj nierdwnos$¢ miedzy srednimi.

Wskazowka. Oznacz n = 10a+6, gdzie liczba a jest k-cyfrowa. Ut6z rownanie wyrazajace wia-
snos¢ z tresci zadania i wyprowadz wzor na n. Pozostaje znalez¢ wszystkie mozliwe przypadki,
kiedy otrzymane wyrazenie jest liczbg naturalna. Albo innym sposobem: sprobuj wykombi-
nowac, jak mogtoby wyglada¢ takie pisemne mnozenie: w pierwszej linijce troche pustych (na
razie) kratek i na koncu 6 (no bo poczatkowa liczba konczy si¢ cyfra 6), w drugiej linijce tylko
cytra 4 zapisana bezposrednio pod cyfra 6 (bo mnozymy dana liczbe przez 4), pod tym wszyst-
kim pozioma kreska (jak to w dzieleniu pisemnym), no a pod poziomg kreska — jak wiadomo
— ma sie znalez¢ wynik mnozenia. Czy da sie tu wykombinowa¢ — jak w jakiej$ tamigtowce
(bo czyz zadanka z matematyki nie sg jak tamiglowki?) w jakiej kolejnosci i jakie cyfry nalezy
uzupetniaé, az wreszcie wywnioskowac cale rozwigzanie?

Wskazowka. Sprobuj udowodnic, korzystajac z wlasnosci pol trojkatoéw podobnych, ze
AX ( AC ) 2
XB \CB/ '

Wskazowka. Pomnoz obie strony rownania przez sin(88°).

Wskazowka. Pokoloruj pierwszy i trzeci wiersz szachownicy na bialo, za$ drugi i czwarty — na
czarno.

Konkurs indywidualny 2

32.

33.

34.

35.

36.

Wskazowka. Przenies wszystko na jedna strone i przeksztal¢ do postaci iloczynu pewnych
wyrazen. Pamietaj, ze liczby z i | x| nie moga sie rdznic o zbyt wiele.

Wskazowka. Wyeliminuj z tezy odcinek BC' za pomoca nieréwnosci trojkata. Jesli chodzi o AD
oraz AF, uzyj wzoru z sinusem na pole trojkata.

Wskazowka. Rozwaz wielomian
W(z)=(z—a)(z—b)(z—c)(z—d) =z* —pz® +qz* —rz +s

i skorzystaj ze wzorow Viete’a.

Wskazowka. Zastosuj twierdzenie o trojlisciu (Jesli [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkqt
ABC, a D srodkiem tuku AC' okregu opisanego na trojkgcie ABC' niezawierajgcego punktu B,
tolD = AD = CD).

Wskazowka. Zacznij od przypadku parzystego. Jaka strategie mozna zastosowac niemal zawsze
w grze 2-osobowej, nawet jesli si¢ nie umie grac?

12



4 Rozwigzania zadan

4.1 Grupa miodsza

Konkurs indywidualny 1

1. Niech n bedzie liczba catkowitg najblizszg liczbie

Oblicz \/9 + 4+/n.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice szeSciandéw mamy:

I:\/2(<‘/§3+<‘{§+1)+\?y§:\/§7§3+2\7§+1= (V3+1)2=v3+1¢€(2,25).

Zatem n = 2. Wtedy

VI+4vV2=1/(2vV2+1)2 =|2v2 + 1|,

2. W trapezie ABC'D katy przy wierzchotkach A i D sg proste. Ponadto wiadomo, ze
JABD = 4CBD = 15° oraz BC =2.
Oblicz pole trapezu ABCD.

Rozwigzanie:

13



4 Rozwiqzania zadan

Z katow naprzemianleglych mamy
IBDC = ¢ABD = 15°.

Zatem trojkat BC'D jest rownoramienny, czyli C'D = BC = 2. Trojkat BC'E jest trojkatem
(30°,60°,90°), wiec CE = 1, BE = /3. Stad

1 1
ABCD] = {AB+CD)- AD = L2+ 3+2)-1- 2+ %2

. Dane s dodatnie liczby x, y. Wykaz, ze jeéli liczby xy? oraz 23y s catkowite, to liczby z, y
s3 wymierne.

Rozwiqgzanie:
Skoro z,y > 0, to zy? # 0. Zatem

V=59 T @)

Dalej x = xy—f € Q.

. Dane sa dwa przystajace trojkaty rownoboczne ABC' oraz DEF' polozone tak, ze bok DE
trojkata DEF przecina boki AB i BC trojkata ABC' odpowiednio w punktach L i M, bok

EF przecina boki BC'i AC' odpowiednio w punktach /N i P oraz bok DF przecina boki AC
i AB odpowiednio w punktach ) i K. Udowodnij, ze

KL*+ MN? + PQ? = QK? + LM? + NP2

Rozwigzanie:

Na mocy rachunku katow, wszystkie trojkaty sa podobne (katy wierzchotkowe, kat 60°). Po-
nadto, suma pol trojkatow niebieskich jest taka sama jak suma pol trojkatéw pomaranczowych

14



4 Rozwiqzania zadan

(odejmujemy od pol duzych trojkatéw pole szesciokata). Wobec tego:

[AKQ] + [BLM] + [CNP] = [DKL] + [EMN] + [FPQ),
[AKQ] [BLM] [CNP] [EMN]  [FPQ)]

— 14

[DKL] " [DKL] ' [DKI] [DKL] ' [DKL]’
QK* | LM’ NP* _  MN’ PQ
KI?  KL*  KIL? KI? ' KI?

QK*+ LM? + NP? = KL?> + MN? 4+ PQ?

5. Na stole znajduje sie 2026 ciasteczek. W pojedynczym ruchu gracz moze zjes¢ od 1 do 4 cia-
steczek. Wygrywa gracz, ktory zje ostatnie ciasteczko. Ktory z dwoch graczy ma strategie

wygrywajaca?

Rozwigzanie:

Niech a; bedzie liczbg ciastek zjedzong przez drugiego gracza w i-tym ruchu. Pierwszy gracz
ma strategie wygrywajaca. Wystarczy, ze w pierwszym ruchu zje jedno ciastko, a w i-tym
ruchu zje 5 — a;_1. W ten sposoéb zje ostatnie ciastko, gdyz po ruchu gracza pierwszego, liczba
ciastek jest podzielna przez 5.

Konkurs indywidualny 2

6. Liczby x iy spetniajg uktad rownan:

rt+y=a

2+’ =0
gdzie a i b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Wyznacz wzor na 2° + y° w zaleznoéci od a
ib.
Rozwiqgzanie:

2
a®—b
Z pierwszego réwnania a® = x? + 2zy + y? = b+ 2zy, zatem zy =

. Stad

ot — 2y + 2%y —ay —l—y)

"y = (x4 y)(
= (z +y)(a* + 202 + ot — 2%y — 2% — 29?)
= (z +y)[(=? +y) — ay(a® + zy + 7]
= (z+y)[(@* —ay((z+y)* — zy)]

a—b a’>—b
S -<a2— =)}

7. Punkty A, B i C'lezg, w tej kolejnosci, na linii prostej. Trojkaty ABD i BC'E sg rbwnoboczne
ileza po tej samej stronie prostej AC'. Odcinki AE i BD przecinaja sie¢ w punkcie F', a odcinki
BE i C'D przecinajg sie w punkcie G. Udowodnij, ze F'G || AC.

15



4 Rozwiqzania zadan

Rozwiqgzanie:

A B C

Zauwazmy, ze NABE = ADBC na mocy cechy (bkb), gdyz AB = BD, BE = B(C oraz
JABE = 4DBC = 120°. Z przystawania dostajemy rownos¢ katow: {BEF = 4BCD.
Nastepnie mamy przystawanie ABCG = ABEF na mocy cechy (kbk), gdyz CBG =
JEBF =60°, BC = BE, 4BCG = 4BEF. Wynika stad, ze BG = BF, wiec trojkat BFG
jest rtownoboczny i BGF = 4GBC = 60°, co daje AC' || FG.

8. Oblicz reszte z dzielenia liczby 4737 przez 11.

Rozwigzanie:
Mamy 47 = 3 (mod 11) oraz 3° = 1 (mod 11). Szukamy wiec 372" modulo 5. Mamy 37 = 2
(mod 5). Latwo zobaczyé¢, ze 24 = 1 (mod 5). Zatem

377 =27 =248 = (24)°.2 = 18.8 =3 (mod 5).
Stad 37%" = 3 + 5k dla pewnej liczby naturalnej k. Stad

AT =33 = (). =18 5=5  (mod 11).

9. Dwie prostopadle cieciwy AB i C'D okregu o promieniu 5 przecinaja si¢ w punkcie £. Réznica

dtugosci odcinkéw AFE i BE wynosi 2. Oblicz dlugos¢ cieciwy CD.

Rozwiqgzanie:
Niech O bedzie $rodkiem okregu. Lezy on na symetralnej cieciwy AB, zatem BE — OM =
AE+OM.Stad2-OM = BE —AE =242 —x =2,czyliOM = 1.

T+ 2

B,

Wobec tego CD = 2DM = 2/DO? — OM? = 24/25 — 1 = 2¢/24 = |46 .

16



4 Rozwiqzania zadan

10. Dodatnie liczby catkowite a, b, c spelniajg warunek
Ta = 6b = Sc.

Wykaz, ze jesli liczba a + b + c jest pierwsza, to kazda z liczb —a+b+¢, a—b+c oraz
a + b — c jest takze pierwsza.

Rozwigzanie:

Z réwnosci 7a = 6b oraz Ta = 5¢ wynika, ze 5 | a oraz 6 | a, gdyz NWD(5,7) = 1 oraz
NWD(6,7) = 1. Stad 30 | a. Zatem a = 30k dla pewnej liczby naturalnej k. Dalej wyliczamy:
b = 35k, c = 42k. Mamy dalej

a+ b+ c= 30k + 35k + 42k = 107k

i jest to liczba pierwsza tylko dla £ = 1. Dalej mamy:
« —a+ b+ c= —30k + 35k + 42k = 47k = 47 — liczba pierwsza;
e« a—b+c=30k — 35k + 42k = 37k = 37 — liczba pierwsza;
e a+b—c=30k+ 35k — 42k = 23k = 23 — liczba pierwsza.

Zadania wieczorne

ol Do
=N

2
11. Wyznacz pole trojkata o wysokosciach 3

Y

Rozwigzanie:
Niech a, b, ¢ beda bokami trojkata oraz P bedzie polem tego trojkata. Wtedy a = 3P, b = 5P,
¢ = T7P. Ze wzoru Herona mamy

P prsw 5P P
V2 2 2 2

12. Oblicz (czyli przedstaw w najprostszej postaci za pomoca n):

12 1 1 2 3 2 1 1 2 n—1 n n-1 2 1
1+ + + +os+s+s s+ —|— —|— +...+ +—+ T e

2 3 3 3 3 3 n n n n o n
Rozwiqgzanie:

Zauwazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej £ mamy:

1+2+ +k—1+k+k—1+ +2+1_
Eok k k k Uk ko
_(1+k:—1)+(2+k—2)+...+(k—1+1)+k_k~k_k
N k kT

17



4 Rozwiqzania zadan

13.

14.

15.

Zatem suma z zadania upraszcza sie do:

n(n+1) '

1+243+...n= 5

Udowodnij, ze liczba o 1 wieksza od iloczynu czterech kolejnych liczb catkowitych jest kwa-
dratem liczby catkowite;.

Rozwigzanie:

Niech x — % xr — % x + % x + % beda czterema kolejnymi liczbami catkowitymi. Wtedy

S e (O R

1

Skoro x — 5

nEN,wiqcx:%—l—n,adaleij:}l—l—n—i-nQ.Zatem

5 1 5
x2—Z:Z+n+n2—Z—l:n2+n—1€N.

Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 13'°! zapisanej w systemie tréjkowym.

Rozwigzanie:
Dwie ostatnie cyfry w systemie trojkowym to reszta z dzielenia przez 9. Zauwazmy, ze

13 = 4 (mod 9)
13* = 4% = 64 = 1 (mod 9)
1319 = (4%)% . 4% = 16 = 7 (mod 9)
A poniewaz 7 = 2 - 3! + 1 - 3%, szukane ostatnie dwie cyfry w systemie trojkowym to 21.

Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek a, b, c liczb naturalnych spetniajacych warunki:
l<a<b<e oraz a+b+c|a®+b*+

Rozwigzanie:

Wybierzmy takie liczby naturalne a,b, ¢, ze 1 < a < b < ¢, a dodatkowo b* = ac (oczywiscie
jest nieskonczenie wiele takich trojek). Wtedy:

a2+ +c  (a+b+c)? —2(ab+ bc+ ca) ab + bc + ca
= =(a+b+c)—2- ———.
a+b+c a+b+c a+b+c

Po to wlasnie bylo zalozenie b* = ac, aby ab + bc + ca = ab + be + bb = b(a + b + ¢), zatem
ostatni utamek jest liczba catkowita, co konczy dowod.

18



4 Rozwiqzania zadan

Mecz matematyczny

16.

17.

Dana jest liczba naturalna n o tej wlasnosci, ze liczby 2" oraz 5" zaczynaja si¢ ta sama cyfra w
zapisie dziesigtnym. Rozstrzygnij, jaka to cyfra.

Rozwigzanie:
Zaldzmy, ze d jest wspdlng pierwsza cyfra liczb 2™ i 5", czyli:
< 2" < </ <
d0...0<2"<d9...9 oraz d0...0<5"<d9...9.

k cyfr k cyfr [ cyfr [ cyfr

Dla kazdego d = 1, ...,9 wyznaczmy przedzial, do ktorego nalezy iloczyn 2" - 5™:

Wspolna pierwsza cyfra d Przedziat dla 2" - 5"

1 (1,4) - 10%+
2 [4,9) - 107
3 9,16) - 105+
4 [16,25) - 10%+
5 25, 36) - 10%+
6 (36, 49) - 10+
7 49, 64) - 10+
8 [64,81) - 10+
9 [81,100) - 10%+

UWAGA: w przypadku d = 1 obie nierownosci sa ostre (czyli przedziat otwarty), poniewaz
n > 1, zatem 2" i 5" w zapisie dziesietnym nie skladaja si¢ z jedynki i samych zer.

A poniewaz 2" - 5" = 10" = 10...0, to jedyna mozliwa pierwsza cyfra jest d = 3, ktora
wystepuje na przyklad dla n = 5 (bo 2" = 32 oraz 5" = 3125).

Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE. Niech K, L, M, N beda odpowiednio $rodkami od-
cinkow AB, CD, BC' i DE. Punkty P i (Q sa odpowiednio $srodkami odcinkéw KL i M N.
Wykaz, ze PQ | AE'i AE = 4PQ).

Rozwiqgzanie:
Sposob I: Niech S bedzie srodkiem odcinka NV K.

19



4 Rozwiqzania zadan

18.

Wtedy z linii srodkowej mamy:

1 1

QS = §KM = ZLAC oraz QS || KM || AC,
1 1
PS = §LN = ZEC oraz PS || LN || EC.

Z powyzszych réwnoéci mamy, ze AQPS ~ ANACE w skali +, wiec PQ || AF oraz AE =
4PQ.

Sposob II, wektorowo:

PO = PK + KB+ BC +CD+ DN + NG,
PO = PK + KB + BM + MO,

PO = PL+ LD+ DN + NO,

PG = PL+ LC + CM + MO,

Dodajemy stronami i mamy

APQ = 2KB + BC +CD +2DM = AB + BC + CD + DE = AL,

a stad natychmiast wynika teza.
Dodatnie liczby wymierne a i b spetniajg rownosc:

a® 4 4a*b = 4a* + b*.
Wykaz, ze \/a — 1 jest kwadratem liczby wymierne;.

Rozwigzanie:

a® + 4ab + 4ab® = 4a® + 4ab?® + v*
a(a + 2b)* = (2a + b?)?

2a + b2\
a:
a-+2b

Zatem a jest kwadratem liczby wymiernej. Dalej:

\/5_1_2a+b2_1_a—2b+b2

a—+2b a+2b
a(va—1) +2v/ab — 2b = a — 2b + b*

a(Va—1) = (va-by?

)

20



4 Rozwiqzania zadan

19. Z klockéw 2 x 1 zbudowano kwadrat o boku 6. Udowodnij, ze istnieje prosta rownolegta do

20.

jednego z bokéw kwadratu, przecinajgca wnetrze kwadratu i nieprzecinajaca wnetrza zadnego
z klockow.

Rozwigzanie:

Mozliwych linii cig¢ jest 10 — po 5 pionowych i poziomych.

Klocek moze by¢ przeciety doktadnie jedng z tych 10 prostych. Ponadto, jesli ktoras z tych pro-
stych przecina jeden klocek, to musi tez przeciag¢ drugi. Rzeczywiscie, obszar pomaranczowy
i zolty maja nieparzysta liczbe pol, wiec nie da si¢ zapelni¢ klockami 2 x 1. Na calej planszy
jest 18 klockow, wiec mamy 9 par. Mamy 10 prostych, a tylko 9 par, wiec istnieje chociaz jedna
prosta, ktora nie przecina zadnej pary klockow.

W trojkacie ABC' miary katow przy wierzchotkach A i B wynosza po 40°. Niech L bedzie
spodkiem dwusiecznej kata A na bok BC. Wykaz, ze AB = AL + LC.

Rozwigzanie:

A E F B

Niech punkt £ bedzie odbiciem symetrycznym punktu C' wzgledem dwusiecznej AL. Wtedy
NAEL = ANACL. Stad AE = AC,CL = LE oraz JAEL = ACL = 100°. Zatem < LEB =
80°. Niech F' bedzie takim punktem na boku AB, ze JLFFE = 80°. Wtedy LE = LF oraz
JLFB = 100°. Z katéw w trojkacie 'L B obliczamy, ze 4 F LB = 40°, wiec trojkat F'LB jest
réwnoramienny. Podsumowujac, CL = LE = LF = F B. Obliczajac katy w trojkacie AF'L,
otrzymujemy, ze SALF = 180° — 20° — 80° = 80°, wiec trojkat AF'L jest rOwnoramienny:
AL = AF. Zatem
AL+ LC = AF+ FB = AB.
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4 Rozwiqzania zadan

21.

22.

23.

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwnosé¢ (a + ¢)(b + d) = ac + bd. Wyznacz
minimalng warto$¢ wyrazenia

Rozwiqgzanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednimi (arytmetyczng i geometrycznag) dla dwoch wyra-
zOW mamy:

g+ / / 2(ac + bd) 2(a+c)(b+d)>2-2\/&-2\/w_
b ac abc v abed - v abed

Réwnosé zachodzidlaa = ¢, b = d, a® + b? = 4ab, czylia = b - (2 + \/§)

Tramwaj mogacy pomiesci¢ maksymalnie 80 0os6b wyruszyl pusty z zajezdni. Zatrzymywat
sie na 18 kolejnych przystankach Py, P, ..., Pis. Udowodnij, Ze istnieja takie dwa przystanki
P; oraz P;, gdzie i < j, Ze zaden pasazer nie jechal z przystanku P; do P;.

Rozwigzanie:
Naiech A oznacza zbidr pasazeréw, ktorzy wsiedli najdalej na przystanku Py, a wysiedli naj-
wczesniej na przystanku Py,. Kazdy pasazer z A wsiadl na jednym z 9 przystankow: Py, P,
., Py 1 wysiadtl na jednym z 9 przystankow Py, Pi1, ..., Pig. Wszystkich mozliwosci, czyli
par (Py, P), gdzie Py przystanek, na ktérym pasazer ze zbioru A wsiadl, P, — wysiadl, jest
9-9 = 81. Kazdy pasazer z A jest w pociaggu miedzy przystankami Py a Pj,, wiec nie moze by¢
ich wigcej niz 80. Oznacza to, ze istnieje taka para (P, P;), gdzie i < 9 < j, ze zaden pasazer
nie jechal miedzy nimi.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB = AC oraz ¢ BAC = 80°. Punkt D lezy na boku BC'
w ten sposob, aby <C AD = 30°. Punkt £ lezy na boku AC' w ten sposob, aby SABE = 30°.
Znalez¢ miare kata SBED.

Rozwiqgzanie:

Odbijmy punkt D symetrycznie wzgledem prostej AC', aby otrzyma¢ trojkat rownoboczny
ADD'. Woéwczas D jest $rodkiem okregu przechodzacego przez punkty B, A, D’. Kat
JID'DA = 60° jest katem $rodkowym opartym na tym samym tuku, co kat wpisany <D’ B A,
ktory wobec tego ma miare 30°, czyli takg sama, jak kat 3 F2 B A. To oznacza, ze punkty B, E, D’
sa wspoélliniowe. Ponadto prosta AFE jest osia symetrii trojkata ADD’ i zarazem symetralng
odcinka DD, czyli trojkat ED D’ jest rtownoramienny i katy <E DD’ oraz << ED'D sg rowne.
A poniewaz BD = DD’,to 4DD'B = 4D'BD = 20°, zatem takze <EDD" = 20°. Stad
a = 20° 4 20° = 40° jako kat zewnetrzny trojkata EDD'.
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4 Rozwiqzania zadan

24. Rozstrzygnij, czy szachownice o wymiarach 2026 x 2026 mozna przykry¢ klockami, z ktérych

25.

kazdy ma wymiary 5 x 5 lub 6 x 6. Zakladamy, ze klocki nie nachodza na siebie i nie wystaja
poza szachownice.

Rozwigzanie:

Pierwsze trzy kolumny kolorujemy na biato, nastepne dwie na czarno itd. Wtedy liczba biatych
pol na szachownicy jest niepodzielna przez 3 - sprzecznos$¢ z istnieniem pokrycia danymi
klockami.

Wyznacz wszystkie trojki liczb rzeczywistych a, b, ¢ réznych od 0, dla ktérych zachodzi row-
nos¢

Rozwigzanie:
Oznaczmy wspdlng wartos¢ wyrazen przez k, tzn.

Stad otrzymujemy uktad:

a—b=ke", b—c=kd", c—a=kb.

Dodajac stronami, dostajemy:
(a—Db)+(b—c)+(c—a)=ka +b" +c"),

czyli
0=Fk(a"+b"+c").
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4 Rozwiqzania zadan

26.

Zatem zachodzi co najmniej jeden z warunkow:

E=0 lub a"+b" +c" =0.

Przypadek 1: k£ = 0.

Wtedy:
a—b=b—c=c—a=0,

co daje a = b = c. Podstawiajac do wyjsciowej rownosci, otrzymujemy 0 = 0, wiec kazda
trojka postaci

(t,t,t), t#0
jest rozwigzaniem.
Przypadek 2: a” + 0" + ¢” = 0.
Z robwnania
a—b b—c
cdl

otrzymujemy:
a® —ba" = bc" —

a® +c =bla" + )
a® + & =b(—b")
a®+ 0%+ =0
To réwnanie spelniaja tylko liczby a = b = ¢ = 0, ktdre nie spelniaja jednak warunkow
zadania, zatem w tym przypadku nie ma zadnych roz

Whniosek:

Wszystkie trojki liczb rzeczywistych niezerowych spetniajace warunek to:

(a,b,c) = (t,t,t), t € R\ {0}.

Niech d bedzie dowolng dodatnig liczbg catkowitg r6zna od 2, 51 13. Wykaz, ze mozna wybrac
takie dwa elementy a, b nalezace do zbioru {2, 5,13, d}, ze ab — 1 nie jest kwadratem liczby
catkowite;.

Rozwiqgzanie:

Wystarczy pokazaé, ze co najmniej jedna z liczb 2d — 1, 5d — 1, 13d — 1 nie jest kwadratem
liczby naturalnej. Przypus¢my, ze wszystkie te trzy liczby sa kwadratami, a wiec istnieja takie
liczby naturalne z, vy, z, ze

2d=12>+1, bd=y>+1, 13d=2>+1.

Z pierwszej rownosci dostajemy, ze x musi by¢ liczbg nieparzysta: x = 2t 4+ 1. Dalej d =
%(xQ + 1) = 2t2 + 2t + 1 jest liczba nieparzysta. Stad v, z sa parzysta: y = 2u, z = 2w. Z
réwnoéci 22 — y? = 8d otrzymujemy (w — u)(w + u) = 2d. Jest to sprzeczno$¢, gdyz lewa
strona jest albo nieparzysta albo podzielna przez 4.
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4 Rozwiqzania zadan

4.2 Grupa starsza

Konkurs indywidualny 1

27.

28.

29.

Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniajg warunek a + b + ¢ = 1. Udowodnij, ze
2,72, 2 1
200"+ b+ ¢") > §+15abc.

Rozwigzanie:

Z nier6wnosci miedzy srednimi mamy kolejno, ze

a?+0+c _a+b+c 1 9 1
\/ > =-& b+ =2
3 3 3 a”+ 0" +c 3
oraz ) . .
vgabcéy—g@abcgﬁ.
Stad

1 5 1
2(a2—|—b2—|—02)>2-§: +§>§+15abc.

1
9
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n o nastepujacej wlasnosci: ostatnia cyfra liczby n jest 6,
a po przeniesieniu tej cyfry 6 na poczatek otrzymamy liczbe 4n.

Rozwiqgzanie:

Sposob I: n = 10a + 6, gdzie a ma k cyfr. Wtedy 4n = 6 - 10* + a = 6 - 10¥ +
2(10% — 1)

n—=~6

,czyli

39n = 6- 10" —6,astadn =
100 nie, 10* = —1, 10° = 1, czyli n wychodzi catkowite wtedy i tylko wtedy, gdy k& + 1 = 6m

. Potrzebujemy zatem, by 13 | 10*** — 1. 10 nie,

dla naturalnego m. Zatem mozliwe n to — mnozone przez 6m dziewiatek, co daje blok 153846

zapisany dowolnie wiele razy jeden za drugim.

Sposob II: Liczba n ma na koncu 6. Liczba 4n ma wiec na koncu 4, czyli n ma cyfre 4 na
miejscu drugim od prawej. Stad liczba 4n ma na miejscu drugim od prawej cyfre 8 zgodnie z
tym, jak sie mnozy liczby pisemnie - i tak dalej. Otrzymujemy w ten sposob, ze najmniejsza
liczba n spelniajaca warunki jest 153846. Gdyby miata mie¢ wiecej cyfr, na lewo od 1 znowu
musi sta¢ 6, co pociaga za soba kolejne cyfry az do wyniku 153846153846. Mozna to powtarzac
dowolnie wiele razy, czyli dodawa¢ dowolnie wiele szesciocyfrowych blokow 153846.

6[1]5]3[8]4]6]

_[6l1]5[3]8]4]

Cieciwa C'D okregu w przechodzi przez $rodek cieciwy AB okregu w. Styczne w punktach C
i D do okregu w przecinajg prosta AB w punktach X, Y odpowiednio. Wykaz, ze AX =Y B.
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4 Rozwiqzania zadan

Rozwiqgzanie:
Sposdb I, elementarnie: Z podobienstwa trojkatow AXCA ~ AX BC mamy:

AX  XC AX (XC)2

xCc xB - xB \XB

Dalej z tego samego podobienstwa mamy:

AC  BC
XC  XB’
Laczac powyzsze otrzymujemy: 45 = (%)2. Analogicznie dostajemy, ze 2% = (%)2

Niech M bedzie srodkiem odcinka AB. Z podobienstwa trojkatow AACM ~ ADBM oraz
ANADM ~ ACBM mamy

AC  BD CM  AM
cM ~ BM ™ BC T AD’
Po wymnozeniu stronami powyzszych réwnosci otrzymujemy:
AC  BD
BC ~ AD’

Zatem AX ,ACN? (BD\* BY
v5=(es) =(5a) =vx

a stad wynika teza.

Sposob II, rzutowo: Niech M bedzie srodkiem odcinka AB (M € C'D)oraz P = AD N BC,
QQ = BDNACiR=CDn PQ. Oznaczmy punkt przeciecia stycznych w C'i w D do okregu
w jako Z.

Z twierdzenia o czworokacie zupelnym wynika, ze czworka (A, B, M, PQ N AB) jest harmo-
niczna, a poniewaz M jest $rodkiem AB, to PQ || AB. Z twierdzenia Pascala dla zdegene-
rowanego szeSciokata ACC'BD D wynika, ze punkty Z, @), P sa wspolliniowe. Rzut z punktu
() czworki harmonicznej (A, B, M, c0) na prosta C'D pokazuje, ze harmoniczna jest takze
czworka (C, D, M, R). Z kolei rzut z punktu Z czworki harmonicznej (C, D, M, R) na prosta
AB pokazuje, ze M jest srodkiem XY, co koniczy dowdd.
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4 Rozwiqzania zadan

30. Wykaz, ze
cos 88° - cos (2 - 88°) - cos(2? - 88°) - ... - cos(2% - 88°) =

= 5

Rozwigzanie:
Pomno6zmy obie strony réwnania przez sin 88°. Wtedy lewa strone roéwnania mozemy prze-
ksztalci¢ w nastepujacy sposob:

. 1
sin 88° - cos 88° - cos (2 - 88°) - cos(2% - 88°) - ... - cos(2%* - 88°) = 52 sin (2%* - 88°).

Wystarczy pokazaé, ze sin88° = sin(2?! - 88°). W tym celu pokazemy, ze 88 = 22 . 88
(mod 360), a to jest rownowazne przystawaniu 11 = 224 - 11 (mod 45). Z tw. Eulera mamys:

2¢4) =1 (mod 45),
2 =1 (mod 45),
11-22=11-1=11 (mod 45).

31. Rozstrzygnij, czy szachownice o wymiarach 4 x 17 mozna pokry¢ tetraminami przedstawio-
nymi na ponizszym rysunku (kostki mozna obracac).

[

Rozwigzanie:

Przypusémy — dazac do sprzecznosci — ze takie pokrycie istnieje. Jesli pokolorujemy pierwszy
i trzeci wiersz szachownicy na bialo, zas drugi i czwarty na czarno, to kazdy klocek przykrywa
3 pola biale i 1 czarne lub na odwrét — w kazdym przypadku nieparzyscie wiele biatych i nie-
parzyscie wiele czarnych. Liczba wszystkich klockéow to 17, zatem pod wszystkimi klockami
znajduje sie¢ nieparzyscie wiele pdl biatych i nieparzyscie wiele czarnych. To jest sprzeczne
z tym, ze na kazdy z koloréw pomalowano dwa pelne wiersze, czyli po 34 pola. Wobec tego
takie pokrycie nie istnieje.

Konkurs indywidualny 2

32. Rozwiaz rownanie:

2026 2026
T+ — = |z|+ —.
x Ed
Rozwigzanie:
Przeksztal¢my réwnanie:
2026 2026
T+ —=lz|+——
x Ed
2026 2026
P P e R
CENEY
2026

(o= o)1= =) =0

z|z]
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4 Rozwiqzania zadan

33.

r=|z] lub =xz|x|=2026
Pierwsza rownosc¢ jest rownowazna temu, ze liczba z jest calkowita. Druga natomiast ma
szanse zachodzi¢ tylko wtedy, gdy || = 45 1lub |z | = —46, bo v/2026 € (45, 46), a liczby x
i |x| roznig sie — dla x niecalkowitych — o mniej niz 1. Otrzymujemy stad jedno dodatkowe
niecatkowite rozwigzanie:

2026 1
= 45—
TR
2026 1 1
tawieni — 46 ot i z—:—44—,1L—44—J=—4
bo po podstawieniu | x| 6 otrzymujemy x 16 53 ale 53 5

— sprzecznosc¢.

Punkty D i F leza odpowiednio na bokach AB i AC trdjkata ABC. Udowodnij, ze jesli
[ADE]| = [BCED], to
AD + AE S 1

DB+BC+CE~ 3

Rozwiqgzanie:
Sposob I: Niech BC' = a, AB = ¢, AC = b, AE = 5-b, AD = ~y- ¢, gdzie 3,7 € [0, 1] moéwia
o tym, jaka czescig odcinkéw AC i AB sg odpowiednio odcinki AF i AD.

1

1

1 1
Skoro [ADE| = [BCED], to [ADE] = -[ABC], zatem 561)70 sin(a) = 3 §bc sin(a), czyli

\)

1 1
By = 5 A poniewaz 3,7 < 1,to 3,7 > > zatem, co bedzie potem wazne, 28 — 1 > 0 oraz

2y — 1 > 0. Przeksztalémy réwnowaznie teze:

ye + b 1

A ctatdT-ppb~ 3
3ve+38b>c—~vyc+a+b—pb
dye +4Bb=>a+b+c
b4 —1)+c(4y—1) > a

Poniewaz b + ¢ > a, wystarczy pokazac, ze:

b4 — 1) +c(dy—1) > b+c

b(48 —2) + c(4y —2) >0,

a ta nierownos¢ jest prawdziwa, bo 23 — 1 > 0 oraz 2y — 1 > 0, co koniczy dowdd.
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4 Rozwiqzania zadan

34.

35.

Sposob II: Z nieréwnosci trojkata mamy BC' < AB+AC = AD+DB+AE+EC. Zréwnosci
[ABE| = [BCED)| wynikaja dwie nierownoéci: [ADE| > [DBE] oraz [ADE| > [CDE],
z ktorych dalej wynikaja nieréwnosci

AD > DB oraz AFE > CEFE.

Laczac niero6wnosci mamy:

AD + AE N AD + AE N AD+AE 1
DB+ BC+CE~ DB+CE+AD+ DB+ AE +CE ~ 3AD+3AF 3

Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnig. Liczby catkowite a, b, c, d sa takie, ze liczby a + b +
¢+ d oraz a® + b* + ¢ + d? dziela sie przez n. Udowodnij, Ze liczba

a* +b* + ¢t + d* + 4abed
jest podzielna przez n.

Rozwiqgzanie:
Niech w(z) = (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d). Wtedy

4

w(r) = z* — az® + Ba* — yx + 0,

gdziea = a+ b+ c+d, d = abed. Mamy wigc

w(a) =a* — (a+b+c)a® + pa* — ya + 6,
w(b) = b — (a+ b+ )b + 86> — b+ 4,
w(c) =c'—(a+b+c)c® + B —ye+94,
w(d) =d" — (a+b+ c)d® + Bd® — vd + 0.

Po dodaniu stronami mamy:

0 =w(a) + w(b) + w(c) + w(d) =
=a' +b'+ct+d + (a+b+e)(a® + 0+ 4+ d)+
+B(@®+ b+ +d) —y(a+b+c+d) +46 =, a* +b* +c* + d* + dabed.

Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Polproste BS i C'S przecinajg okrag
opisany na trdojkacie ABC odpowiednio w punktach L i N. Odcinek N L przecina prosta AB
w punkcie P oraz prosta AC' w punkcie (). Wykazac, ze czworokat APS() jest rombem.

Rozwigzanie:
Niech JANL = a = SCAL i JALN = 8 = <BAN (katy sg rowne, gdyz punkty N i L sa

srodkami odpowiednich tukow).
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4 Rozwiqzania zadan

Poniewaz 4APQ = o+ = JAQP, to AP = AQ. Na mocy dwukrotnie zastosowanego
twierdzenia o trojlisciu NA = NS oraz LA = LS, zatem prosta N L jest symetralng odcinka
AS,wiec PA = PSiQA = QS. Zatem czworokat APS() jest rombem, co koniczy dowdd.

36. Gra 2-osobowa polega na stawianiu pionkéw w wierzchotkach n-kata foremnego (zakladamy,
ze n > 3). Gracze wykonujg ruchy na przemian. Gracz stawia jeden ze swych, dotychczas
nieuzytych pionkéw na dowolnym niezajetym wierzchotku, ktéry nie sasiaduje z wierzchot-
kiem zajetym przez pionek przeciwnika. Przegrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu.
Rozstrzygna¢, w zaleznosci od n, czy strategie wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy gre, czy
jego przeciwnik.

Rozwiqgzanie:

Zatozmy, ze pierwszym graczem jest Ewa, a drugim Jan. Wykazemy, ze jesli liczba n jest pa-
rzysta, to strategie wygrywajaca ma Jan, a jesli liczba n jest nieparzysta — Ewa. Zaczniemy
od pierwszego przypadku. Jan moze zawsze postawi¢ nastepny pionek na polu symetrycznym
wzgledem srodka wielokata do pola, na ktérym postawita pionek Ewa. To gwarantuje mu wy-
grang w oczywisty sposob, niezaleznie od poczynan przeciwniczki.

Teraz zat6zmy, ze n jest nieparzyste. Ewa stawia gdzies swoj pionek, co powoduje, Ze Jan nie
moze korzystac z trzech p6l. Wyobrazmy sobie, Ze gracze przenosza si¢ na wielokat, ktory ma
n — 1 wierzchotkow. Sg tam dwa pola sasiednie zakazane dla Jana, ale nie dla Ewy. Teraz Jan
stawia gdzie$ swoj pionek, a Ewa stawia na polu symetrycznym wzgledem $rodka (n—1)-kata.
Moze zawsze to uczynic, wiec teraz ona wygra (jesli tylko bedzie kontynuowa¢ swe postepo-
wanie).

Zadania wieczorne

37. Dany jest trojkat ABC, w ktorym S ABC = 2- 4 BAC oraz 4ACB = 4- 4 BAC. Udowodnij,

ze
1 1 1

AB T AC ~ BO

Rozwigzanie:

Sposob I: Niech o = ¢BAC. Katy «, 2a, 4« zapraszaja do tego, by uzupehic trojkat ABC
do siedmiokata foremnego ADCBEFG wpisanego w okrag. Teza latwo wynika z tw. Ptole-
meusza dla czworokata ACBFE.
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4 Rozwiqzania zadan

E

S

N

A

Sposob II: Umiesémy trojkat ABC wewnatrz wiekszego trojkata P AR skonstruowanego tak,
by byl podobny do ABC, a punkty P i R lezaly odpowiednio na przedtuzeniach odcinkéw AB
oraz BC.

Zauwazmy, ze 7o = 180° i trojkaty ABR oraz PRB sa rownowamienne. Wobec tego ¢
c

b+c 1 11 1 : .,

b a stad e = p czyli 3 + - = . czego nalezalo dowiesc.
38. Okrag o jest czeScig wspdlng sfer s i s'. Trzy rozne punkty A, B i C' lezg na okregu o. Punkt
P lezy na sferze s, na zewnatrz sfery s'. Prosta PA przecina sfere s’ w punkcie A" # A;
analogicznie okre$lamy punkty B’ i C’. Dowie$¢, ze plaszczyzna 7, przechodzaca przez punkt

P i styczna do sfery s, jest rownolegla do plaszczyzny A’ B'C".

Rozwiqgzanie:
Wykazemy, ze prosta A’ B’ jest rownolegla do plaszczyzny 7. W tym celu wystarczy rozwazy¢
przekroj ptaszczyzng PAB:
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4 Rozwiqzania zadan

39.

40.

Zaznaczony kat ostry miedzy prosta P A a prosta wspolng plaszczyzny 7 i plaszczyzny PAB
jest rowny katowi < PBA na mocy twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym. Czworokat
ABB'A’ jest wpisany w okrag (bedacy cze$cia wspodlng sfery s’ i plaszczyzny PAB), zatem
JPBA = 4PA'B'. To konczy dowdd rownoleglosci prostej A’B’ do plaszczyzny 7. Analo-
gicznie do plaszczyzny 7 sa rownolegle proste B'C” oraz C'A’, co koniczy dowdd, ze plaszczy-
zny pi oraz A'B'C’ sg rownolegle.

Dziewieciocyfrowa liczbe catkowita dodatnig nazwiemy przyjemng, jesli zawiera w swoim za-
pisie dziesietnym kazda cyfre od 1 do 9. Liczbe nazwiemy cudowng, jesli jest przyjemna i dla
kazdego k = 1,...,9 jej k-ta cyfra jest rowna pozycji cyfry k£ w tej liczbie. Na przyktad liczba
847296315 jest cudowna:

« pierwsza jej cyfra to 8, co jest takze pozycja cyfry 1 w tej liczbie;

« druga jej cyfra to 4, co jest takze pozycja cyfry 2 w tej liczbie;

« trzecia jej cyfra to 7, co jest takze pozycja cyfry 3 w tej liczbie;

. itd.

Udowodni¢, ze liczb cudownych jest parzyscie wiele.

Rozwigzanie:
Kazda permutacja zbioru {1, 2, ..., n} paruje sie ze swoja permutacjg odwrotng. Liczba przy-
jemna cics . . . cg paruje sie z liczba, ktora ma cyfre 1 na miejscu ¢; (od lewej), cyfre 2 na miejscu
co itd. Na przyktad:

576429381 — 957413286.

Liczba jest cudowna wtedy i tylko wtedy, gdy paruje sie sama ze sobg (ma rzad 2 lub 1 w grupie
permutacji), wiec liczba liczb cudownych przystaje do 9! modulo 2, czyli jest parzysta.

Danych jest kilka dodatnich liczb: y,..., ;. Suma iloczynéw z; - z; dla i < j wynosi 1.
Udowodnij, ze mozna wykresli¢ jedna liczbe tak, ze suma pozostatych liczb jest mniejsza niz

V2.

Rozwiqgzanie:
Niech x; bedzie najwiekszg liczbg sposrod z,..., z,. Wtedy

(To+ ... +x,)? Zx +2 Z xacj<22x1xj+2 Z rx; =2 Z rr; = 2.

2<i<j<n 2<i<j<n 1<i<y<n
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4 Rozwiqzania zadan

Stad:
To+ .o+ < V2.

41. Wielomian P(z) = ag + a1 + . . . + a,z" o wspolczynnikach rzeczywistych spelnia warunki
P(1) = 0oraz P(x) > 0 dla kazdego = € R. Wykaz, ze

ap + 20,1+ ... +na; + (n+ 1)ag = 0.
Rozwigzanie:
Wielomian P ma w punkcie = 1 minimum, wiec P’(1) = 0. Stad:

a+a+...+a,=P(1)=0,
a +2as + ...+ na, = P'(1) = 0.

Mnozac pierwszg rowno$¢ przez (n + 1) i odejmujac druga dostajemy teze.

Mecz matematyczny

42. Znajdz najwieksza liczbe rzeczywistg k o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych a, b, c takich, ze

a<b<eg, ab+bc+ca=0 oraz abc =1

ma miejsce nier0wnos¢
la+b] > k- |c].

Rozwigzanie:

Ktoras z liczb ab, be, ca musi by¢ ujemna, a skoro abc > 0ia < b < c,toa < b <0 < e

1
Wprowadzmy wiec dodatnie x = —a,y = —b. Z trzeciego zalozenia c = —. Wtedy z drugiego

Yy
1 1

2y =x+ybory—yc—ac=0,29 — — — ~ :O).TerazzAM—GMmamyx——i_y = /1y,
Ty

2,2

czyli > /1y, czyli x3y® > 4. To wszystko mamy z zalozeri oraz AM-GM.

2
Teraz teza:

la+0b| > ke
1
Ty > —
Ty
1
2y > k—
Ty
l’3y3>k

Powyzej mamy, ze k = 4 na pewno spelnia nieréwnos¢. A czy nie ma wigkszej? Nie, co poka-
zuje przyklad z = y = /2.
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43.

44.

45.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n réwnanie:

1 1 1 1
— =ttt ———=1
I ) Tn T1T9...Tp
ma przynajmniej jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych zq, zo, ..., z,.
Rozwiqgzanie:
Sprawdzamy, ze dla n = 1 dziala 1 = 2, dla n = 2 dziala x; = 2, x5 = 3. W ogo6lnosci niech
1 =2, =x129...0;+1dlai =1,2,3,... i (czylizy = 3, x3 = 7, x4 = 43 etc.). Teraz

indukcyjnie, Ze to rozwigzanie dziala dla kazdego n.

Niech w bedzie wielomianem o wspoélczynnikach catkowitych, ze n | w(2") dla wszystkich
n > 1. Wykaz, ze w jest wielomianem zerowym.

Rozwiqgzanie:

Niech p, ¢ bedg réznymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Wtedy z zalozenia pq | w(2P9),
wiec w(2P?) = 0 (mod p). Z drugiej strony z MTF: 277 = 27 (mod p), wiec w(2P9) = w(29)
(mod p). Laczac powyzsze w(27) = w(2P9) = 0 (mod p) dla dowolnych liczb pierwszych p, g,
czyli p | w(27) dla dowolnego p. Zatem w(29) = 0 i dalej z dowolno$ci ¢ mamy teze.

Kazdy bok o$miokata foremnego jest pomalowany na niebiesko lub zo6tto. Okreslamy nowe
pokolorowanie w nastepujacy sposob: kazdy bok taki, ze oba sasiadujace z nim boki byly réz-
nych koloréw, otrzymuje kolor niebieski; kazdy bok taki, ze oba sasiadujgce z nim boki byly
jednakowego koloru, otrzymuje kolor z6tty (zmiana koloréw jest wykonywana jednoczesnie).
Wykaz, ze wychodzac z dowolnego pokolorowania dostaniemy w skonczonej liczbie krokow
(tzn. opisanych wyzej zmian koloré6w) o$miokat, ktorego wszystkie boki sa zolte. Jaka jest
maksymalna liczba krokow, ktora moze by¢ do tego niezbedna?

Rozwigzanie:
Numerujemy boki o$miokata kolejno liczbami od 1 do 8. Bedziemy rozwaza¢ o§miowyrazowe
ciagi (aq, . .., ag) o wyrazach +1 (bok zo6lty) lub —1 (bok niebieski). Niech ciag

(a(n), ..., as(n))
bedzie stanem po n zmianach koloréow. Regule z zadania mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
ai(n+1) = a;-1(n) - aiy1(n),

przy czym przyjmujemy numeracje cykliczng. Stan poczatkowy oznaczmy przez a;(0) = a;.
Mamy kolejno:

ai(l) = Qij—1 " Aj41

2
a;(4) = Gi—1(3) : Clz’+1(3) = Aj—4Q;—2Q;Aj1-2Q;—2A;Aj1 20544 — Aj—4Ujpq = Ay gy = 1

Zatem po co najwyzej czterech krokach wszystkie boki bedg Zolte, niezaleznie od stanu po-
czatkowego. Nie da sie tego polepszy¢, gdyz wychodzac od stanu: jeden niebieski, reszta zotte
dopiero po czterech krokach otrzymamy wszystkie zotte.

NZZZZZZZ — ZNZZZZZN — ZIZNZZZNZ — ZNZNZNZN — ZZZZZZZ7Z
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46.

47.

48.

Wykaz, ze w czworokacie wypuktym o polu 1 suma dlugosci przekatnych i dlugosci bokow
jest wieksza lub réwna 4 + 2+/2.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze boki czworokata to a, b, ¢, d oraz przekatne to p, ¢, ktore przecinaja sie pod
katem a. Pole czworokatato P = %pq sin «.. Z zalozenia: %pq sina = 1, wiecpg > pgsina = 2.
Zatem p + q > 2,/pq > 2V/2. Wiemy tez, ze P < %ab + %cd, wiec ab + cd > 2, podobnie
ad + bc > 2. Wobec tego:

a+btct+d>2v/(a+c)b+d) =2Vab+ad+bc+cd>2v/2+2 =4,

Laczac powyzsze, otrzymujemy:

a+btctd+p+qg=4a+2V2

Udowodnij, ze istnieje 100 kolejnych liczb naturalnych takich, ze kazda ma dzielnik pierwszy
mniejszy od 60.

Rozwigzanie:

Z chinskiego twierdzenia o resztach wynika, ze istnieje liczba naturalna n > 50, ktéra spetnia
uklad kongruencji: n = 0 (mod 50!),n—1 =0 (mod 53),n+1 =0 (mod 59). Wowczas dla
k=2,3,4,...,50 liczby n — k oraz n + k dziela si¢ przez k, a wiec kazda z nich ma dzielnik
pierwszy mniejszy od 60. Ponadto liczba n — 1 dzieli si¢ przez 53, liczba n dzieli si¢ przez 2,
aliczba n+1 dzieli si¢ przez 59. Wobec tego liczby n—49,n—48, ..., n+ 50 spelniajg warunki
zadania.

Niech a, b, c,d > 0 spelniaja a + b + c + d = 1. Wykaz nier6wnos¢
a? b? ? d? 1

atb bte erd dta’

Rozwiqgzanie:

. . a? a+b a? at+b
Zauwazmy, ze s + 7 > 2 o L = Zatem

a? +a+b+ b? +b—|—c+ c? +c+d+ d? +d—i—a
a+b 4 b+c 4 c+d 4 d+a 4
a? b? ¢ ? _atbtetd 1

>a+b+c+d,

- - - >
a+b b+c c+d d+a 2 2
Komentarz: Jak wpasc¢ na to, aby wzia¢ “TH’? Chcemy jako$ pozby¢ sie mianownikow, wiec
warto wzia¢ a(a + b). Wyliczmy teraz, jakie o tu pasuje. Z AM-GM mamy
2

2
+b+&(a+b>>2\/(m2:2a\/a<:>aib

Analogicznie szacujemy pozostale nierownosci i otrzymujemy

> 2ay/a — afa +b).

a? b? c? d?
atb T hte crd dta
> 2av/a — ala+b) + 2by/a — a(b+ ¢) + 2cv/a — alc + d) + 2dv/a — a(d +a) =

=2Vala+b+c+d) —2a(a+b+c+d) =2Va -2

>
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49.

50.

Chcemy, by 2y/a — 2a = 1. A to jest réwnowazne 4o — 4y/a + 1 = 0, czyli (2y/a — 1)* = 0.
Zatem o = +
i

Na bokach AB i AC trojkata ABC wybrano odpowiednio takie punkty P i (), ze BP =
CQ. Odcinki BQ i C'P przecinaja si¢ w punkcie X. Punkt Y jest symetryczny do punktu X
wzgledem srodka boku BC'. Dowies¢, ze punkt Y lezy na dwusiecznej kata BAC.

Rozwiqgzanie:
Sposob L.

Zauwazmy, ze

[BPY]| = [BXY]=[CXY]=[CQY],
wiec punkt Y jest rownoodlegly od prostych AB i AC, co konczy dowdd.
Sposob II. Wspolrzedne barycentryczne

Niech punkt A’ bedzie odbiciem punktu A wzgledem $rodka BC'. W tréjkacie BC' A’ punkt X
ma wspolrzedne barycentryczne (AB, AC, —BP), wiec lezy na dwusieczne;j.

Na konferencj¢ matematyczna przyjechato 17 osob, przy czym kazda z oséb zna doktadnie
cztery inne osoby. Wykazac, ze istnieja dwie nieznajome sobie osoby, ktore nie maja wspolnego
znajomego.

Rozwiqgzanie:
Zatozmy, ze teza nie zachodzi. Wykazemy, ze wowczas kazda para nieznajomych ma dokladnie
jednego wspdlnego znajomego oraz, ze w grafie znajomosci nie ma trojkatow.

Niech X oznacza zbior wszystkich par osob na konferencji, A - zbidr par znajomych, zas B
zbidr par osob, ktore maja wspolnego znajomego. Teza nie zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
X = AU B. Wykazemy, ze

ANB=g

Zauwazmy, ze |A| = 1-17-4 = 34 oraz | B| < 17 () = 102 (ta druga liczba oznacza bowiem
liczbe "daszkow"). Ale
| X[ < [A]+|B] <136 = [X]

gdzie pierwsza nierdbwno$¢ wynika z faktu, ze X = AU B. Stad | X| = |A| 4+ | B|, co wymusza
AN B = @. W szczegdlnosci |B| to liczba "daszkéw", czyli kazda para nieznajomych ma
dokladnie jednego wspolnego znajomego. Wynika stad, Zze w naszym grafie znajomosci nie
ma trojkatéw ani czworokatow ("podwojnych daszkéw"i nie ma przekatnej).

Zliczymy, ile w naszym grafie jest pieciokatow. W tym celu policzymy ile jest pieciokatow
zawierajacych dany wierzchotek A.
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51.

Z rysunku widag, ze jest ich dokladnie

3-12
— = 18.
2

To jest jednak sprzecznos¢, bo to by oznaczato, ze wszystkich pieciokatow w grafie jest

17-18

b}
co konczy dowdd.

Uwaga. Teza pozostaje prawdziwa dla dowolnego m = 4 (mod 5) oraz n = m?* + 1, gdzie n
to liczba osob, za$ m - liczba osoéb, ktorg zna kazda inna osoba. Dokladnie ten sam argument
przechodzi.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym < BAC' = 60°. Punkt T" spelnia warunek
JATB = 4BTC = 4ATC.

Okrag opisany na trojkacie BC'T przecina proste AB i AC po razu drugi odpowiednio w punk-
tach K i L. Dowies$¢, ze punkty K i L sg rownoodlegte od prostej AT.

Rozwigzanie:

Oznaczmy 4T AC = z. Wtedy

JTCA=60—x=<gTAB
JTBA =60 — (60 — ) = 2 = JTAC.

Punkt A-Dumpty rowniez spelnia te rownosci katow, a poniewaz jest jedynym takim punktem
to 7' = Dy, wiec T lezy na A-symedianie. Poniewaz B, C, K, L leza na okregu odcinek K L
jest antyrownolegty do BC'. Symediana potowi odcinki antyréwnolegle, wiec potowi K L, wiec
rzuty K i L na AT sa rownej dtugosci.
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4 Rozwiqzania zadan

52. Dwie wiewiorki postanowily zbiera¢ orzechy na zime¢. W dniu rozpoczecia gromadzenia zapa-
sow, ktore nazwaly zgodnie dniem zero, mialy zupelnie pusta spizarnie. Pierwszego dnia udato
im sie znalez¢ 2 orzechy. Od nastepnego dnia z zadziwiajaca regularnoscig codziennie znaj-
dowaly 2 razy tyle orzechow, ile mialy w swej spizarni dwa dni wczesniej. Ponadto kazdego
dnia (od drugiego) w cudowny sposob pojawialy sie w spizarni dodatkowe 4 orzechy...Utoz
réwnanie rekurencyjne opisujace liczbe orzechow, ktore wiewiorki posiadaja n-tego dnia oraz
rozwiaz je dowolng metoda.

Rozwigzanie:
Niech (a, ) bedzie ciggiem opisujacym liczbe posiadanych orzechéw: ag = 0 (dzieri zero), a; =
2,04, =ap_1+2a, o+4dlan > 2.

Zdefiniujmy ciagg pomocniczy (b,,) nastepujaco: a,, = b, + ¢ dla kazdego n > 0, gdzie c jest
pewna stala. Wowczas:

Up = Ap_1 + 20,2 + 4
by+c=by,1+c+2(b,2+c)+4
bn == bn—l + an_g +2c+4

Dla ulatwienia obliczen przyjmijmy ¢ = —2 (wtedy 2c + 4 = 0), stad:

boza0+2:2
bl:a1+2:4
bn:an+2:bn—1+2bn—27 nz?2
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4 Rozwiqzania zadan

bn:bn—1+2bn—2
r? =742
r2—r—2=0

(r—=2)r+1)=0=r =—-1,r,=2

Zatem b, = X - (—1)"+Y - (2)".

Podstawiajac warunki poczatkowe:

bp=X+Y =2

X =0
Y =

ap = b, —2=2""1 —2=2(2" - 1).

Zatem b, = 0 + 2 - 2" = 2nFL

Wracajac do ciagu (ay,):

Zatem: |a, = 2(2" — 1), n > 0|,

II sposob na rozwiazanie rekurencji:

Niech A(z) bedzie funkcja tworzaca dla ciggu (a,,):

Ax) = Z apx" = ag + a1 + Z apz” =0+ 2r + Z(an,l + 2a,_9 +4)z"

n=0 n=2 n=2
Az) =2z +2*- Z(an—i-l + 2a, + 4)2" = 2z + 22 - Z Upy12" + 227 Z a,z"” + 4 Z x"
n=0 n=0 n=0 n=0
A, =2x+x- (Zanx” — ap) +2x22anx” +4x22x”
n=0 n=0 n=0
9 4?
Alx) =22+ 2z (A(z) — 0) + 2z 'A(x)+1 :
—x
Czyli:
) 4x?
A(x) = A(x) - (x + 22°) + 22 + .
—x
2x(1 + x)
Alz) - (1 — o —22%) = =
(@) (1 a2t = 20
2x(1 1
Az) = r(1 +2) .
l—2z (1+2)(1-—22)
2x 2

Az) =

(1 )(1 — 2z) T 1_9r 1 (rozklad na utamki proste)
— )L —ax — 2z -
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4 Rozwiqzania zadan

Zatem: - -
Alx) =2 2"a" =2 1",
n=0 n=0

czyli
a, =2-2"—=2-1"=2(2" - 1).
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